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BO‘LAKLAB INTEGRALLASH 
FORMULASINI MUAMMOLI 
TA’LIM USULIDA O‘RGATISH 
METODIKASI
Zaxriddinova Shaxlo Zahiriddin qizi
Shahrisabz davlat pedagogika instituti
Matematika va amaliy matematika kafedrasi o‘qituvchisi

Arabova Jasmina Oybek qizi
Shahrisabz davlat pedagogika instituti
Matematika yo‘nalishi 2-bosqich talabasi

Annotatsiya: Maqolada matematik analiz kursining “Aniqmas integral” bo‘limidagi bo‘laklab integrallash formulasini 
muammoli ta’lim texnologiyasi asosida o‘rgatish metodikasi yoritilgan. Formulani tayyor holda berish o‘rniga, uni 
ko‘paytma differensialidan talabalarning o‘zlari keltirib chiqarishiga yo‘naltirilgan olti bosqichli metodik model taklif etilgan. 
Muammoli vaziyatlar tizimi, u va dv ni tanlash bo‘yicha evristik qoidalar, xatolar tahlili hamda o‘zlashtirish darajasini 
baholash mezonlari ishlab chiqilgan. Tadqiqot natijalari oliy ta’lim muassasalari va akademik litseylar o‘qituvchilari uchun 
amaliy ahamiyatga ega.

Kalit so‘zlar: bo‘laklab integrallash, muammoli ta’lim, aniqmas integral, matematika o‘qitish metodikasi, muammoli 
vaziyat, evristik yondashuv, ko‘paytma differensiali.
Abstract: The article describes a methodology for teaching the integration by parts formula in the calculus course on 
the basis of problem-based learning. Instead of presenting the formula in a ready-made form, a six-stage methodological 
model is proposed in which students derive it themselves from the differential of a product. A system of problem situations, 
heuristic rules for choosing u and dv, an analysis of typical errors, and criteria for assessing the level of mastery are devel-
oped. The results are of practical value for teachers of higher education institutions and academic lyceums.

Key words: integration by parts, problem-based learning, indefinite integral, mathematics teaching methodology, problem 
situation, heuristic approach, differential of a product.
Аннотация: В статье описана методика обучения формуле интегрирования по частям в курсе математического 
анализа на основе проблемного обучения. Вместо изложения формулы в готовом виде предложена шестиэтапная 
методическая модель, в которой студенты самостоятельно выводят её из дифференциала произведения. Раз-
работаны система проблемных ситуаций, эвристические правила выбора u и dv, анализ типичных ошибок и кри-
терии оценки уровня усвоения. Результаты имеют практическую значимость для преподавателей вузов и акаде-
мических лицеев.

Ключевые слова: интегрирование по частям, проблемное обучение, неопределённый интеграл, методика препо-
давания математики, проблемная ситуация, эвристический подход, дифференциал произведения.

KIRISH
Integral hisob matematik analizning asosiy bo‘limlaridan biri bo‘lib, fizika, iqtisodiyot va muhandislik ma

salalarini yechishda keng qo‘llaniladi [1, 2]. Aniqmas integralni hisoblashning asosiy usullari orasida o‘zgaruv
chini almashtirish va bo‘laklab integrallash muhim o‘rin tutadi. Bo‘laklab integrallash bir qator integrallar sinfini 
(ko‘phad va ko‘rsatkichli, trigonometrik, logarifmik hamda teskari trigonometrik funksiyalar ko‘paytmalarini) 
hisoblashning yagona samarali vositasi hisoblanadi.

Amaliyotda bu mavzu ko‘pincha quyidagicha o‘tiladi: o‘qituvchi formulani doskaga yozadi, qisqacha 
izohlaydi va namunaviy misollarni ko‘rsatadi. Natijada formula tushunilmasdan yodlanadi, talaba va ni tanlashda 
adashadi, formulaning nima uchun to‘g‘riligini tushuntira olmaydi. Klassik o‘quv qo‘llanmalarda formula ko‘payt-
maning hosilasi qoidasidan keltirib chiqariladi [3], biroq bu keltirib chiqarish odatda tayyor bayon sifatida beriladi 
va talabaning izlanish faoliyatini talab qilmaydi.

Muammoli ta’lim bu kamchilikni bartaraf etishga imkon beradi. Uning asosiy g‘oyasi shundan iboratki, 
yangi bilim o‘quvchiga tayyor holda uzatilmaydi, balki maxsus yaratilgan muammoli vaziyatni hal qilish jarayo
nida shakllantiriladi [4, 5]. Bu yondashuv J. Brunerning kashf etib o‘rganish (discovery learning) g‘oyalari bilan 
ham uyg‘undir [6], muammoga asoslangan o‘qitish samaradorligi esa xorijiy tadqiqotlarda ham tahlil qilingan [7].
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Shunga qaramay, aynan bo‘laklab integrallash formulasini muammoli ta’lim asosida o‘rgatishning aniq, 
bosqichma-bosqich metodik modeli, unga mos muammoli vaziyatlar tizimi va baholash mezonlari yetarlicha 
ishlab chiqilmagan.

Tadqiqotning maqsadi - bo‘laklab integrallash formulasini o‘rgatishning muammoli ta’limga asoslangan 
metodik modelini ishlab chiqish.

Maqsadga erishish uchun quyidagi vazifalar qo‘yildi:

1)	 formulaning matematik asosini metodik nuqtayi nazardan tahlil qilish;

2)	 muammoli vaziyatlar tizimini tuzish;

3)	 va ni tanlashning evristik qoidalarini talabalar tomonidan shakllantirilishini ta’minlash yo‘llarini aniqlash;

4)	 tipik xatolar tahlili va baholash mezonlarini ishlab chiqish.

MAVZUGA OID ADABIYOTLAR SHARHI
Muammoli ta’limning nazariy asoslari J. Dyui ishlariga borib taqaladi: uning fikricha, tafakkur qiyinchilik yoki 

to‘siqni sezishdan boshlanadi [5].
M. I. Maxmutov muammoli ta’limning uchta asosiy usulini ajratadi: muammoli bayon, qisman izlanish 

(evristik) va tadqiqot usullari [4]. Ushbu maqolada taklif etilgan model asosan qisman izlanish darajasiga taya-
nadi, chunki o‘qituvchi talabani yo‘naltiruvchi savollar bilan boshqaradi, lekin xulosani talabaning o‘zi chiqaradi.

Matematika ta’limida shunga yaqin g‘oyani X. Freydental “boshqariladigan qayta kashf etish” (guided rein-
vention) tamoyili sifatida ifodalagan: o‘quvchi matematik bilimni tayyor holda emas, balki uni o‘zi qayta kashf 
etayotgandek jarayon orqali oladi [8].

L. S. Vigotskiyning yaqin rivojlanish zonasi nazariyasiga ko‘ra, o‘qituvchining o‘z vaqtida berilgan yordami 
talabaning mustaqil bajara olmaydigan, lekin yo‘l-yo‘riq bilan uddalay oladigan vazifalarini hal qilishga imkon 
beradi [9].

G. Poyaning evristik savollar tizimi (“Shunga o‘xshash masalani bilasizmi?”, “Noma’lum nima?”) [10] va 
A. Shoenfeldning nazorat (control) strategiyalari haqidagi tadqiqotlari [11] yo‘naltiruvchi savollar va o‘z-o‘zini 
tekshirish bosqichlarini loyihalashda asos bo‘ldi.

Bo‘laklab integrallashda va ni tanlash qoidasi xalqaro adabiyotda LIATE (Logarifmik, Inverse - teskari 
trigonometrik, Algebraik, Trigonometrik, Exponential - ko‘rsatkichli) mnemonikasi ko‘rinishida tarqalgan [12].

Maqolada bu qoida talabaga tayyor holda berilmaydi, balki muammoli vaziyatlarni tahlil qilish natijasida 
talabalar tomonidan shakllantiriladi va faqat keyin nomlanadi.

TADQIQOT METODOLOGIYASI
Tadqiqotda quyidagi usullardan foydalanildi: mavzuning nazariy va metodik tahlili, pedagogik modellash

tirish, muammoli vaziyatlar va topshiriqlar tizimini loyihalash, tipik xatolarni tasniflash. Model 80 daqiqalik (bir 
juft) mashg‘ulot uchun mo‘ljallangan.

Formulaning matematik asosi

Faraz qilaylik, u = u(x) va υ = υ(x) funksiyalar biror oraliqda differensiallanuvchi bo‘lsin. Ko‘paytmani diffe-
rensiallash qoidasiga ko‘ra:

(uυ)' = u'υ + uυ' (1)

yoki differensial shaklda:

d(uυ) = udυ + υdu (2)

(2) tenglikni udυ ga nisbatan yechib, ikkala qismini integrallaymiz. ekanini hisobga olsak:

∫udυ = uυ - ∫υdu (3)

(3) tenglik bo‘laklab integrallash formulasi deb ataladi. Uning ma’nosi shundaki, ∫udυ integralni hisoblash 
∫υdu integralni hisoblashga keltiriladi; agar keyingi integral dastlabkisidan soddaroq bo‘lsa, usul samarali bo‘ladi.

Metodik jihatdan muhim tomoni: formula yangi “sehrli” qoida emas, balki talaba yaxshi biladigan ko‘paytma 
hosilasi qoidasining integral hisobdagi in’ikosidir. Aynan shu bog‘lanishni talaba o‘zi kashf etishi kerak.
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TAHLIL VA NATIJALAR
Tadqiqot natijasida bo‘laklab integrallash formulasini o‘rgatishning olti bosqichli metodik modeli ishlab 

chiqildi (1-jadval). Model mashg‘ulotning har bir bosqichida o‘qituvchi va talaba faoliyatini hamda shakllantiril-
adigan ko‘nikmani belgilaydi.

1-jadval: Muammoli ta’limga asoslangan metodik model bosqichlari

Bosqich (vaqt) O‘qituvchi faoliyati Talaba faoliyati Shakllanadigan 
ko‘nikma

1. Muammoli vaziyat 
yaratish (10 daq.)

∫x cos x dx integralini hisoblashni 
taklif etadi; jadval va almashtirish 
usullarini sinab ko‘rishni so‘raydi

Ma’lum usullarni sinaydi, natija 
olmaydi; bilim yetishmasligini 
anglaydi

Muammoni ko‘ra 
bilish, motivatsiya

2. Muammoni 
ifodalash va gipoteza 
(10 daq.)

Yo‘naltiruvchi savol beradi: 
“Ko‘paytmani differensiallash 
qoidasi integrallashda qanday aks 
etadi?”

Gipoteza ilgari suradi: hosila 
qoidasini teskari yo‘nalishda 
qo‘llash

Analogiya bo‘yicha 
fikrlash

3. Formulani keltirib 
chiqarish (15 daq.)

Juftlikda ishlashni tashkil etadi, 
faqat zarur bo‘lganda ishora beradi

(1)–(3) munosabatlarni mustaqil 
yozadi va formulaga keladi

Isbotlash, ramziy 
almashtirishlar

4. Qo‘llash, va ni 
tanlash (20 daq.)

Ikki xil tanlovni taqqoslashni 
topshiradi

Ikkala variantni sinaydi, 
samaralisini asoslaydi

Variantlarni baholash, 
evristik qoida

5. Umumlashtirish va 
turkumlash (15 daq.)

Integral turlarini muhokama qiladi; 
keyin LIATE mnemonikasini 
nomlaydi

Integrallarni turlarga ajratadi, 
tanlash qoidasini o‘zi 
shakllantiradi

Klassifikatsiya, 
algoritm tuzish

6. Refleksiya u va dυ 
nazorat (10 daq.)

Xatolar tahlilini o‘tkazadi, diagnostik 
topshiriq beradi

Natijani differensiallab 
tekshiradi, xatolarni topadi

O‘z-o‘zini nazorat 
qilish

1–3-bosqichlar: muammoli vaziyat va formulaning kashf etilishi

Muammoli vaziyat talabaga tanish vositalar yetarli emasligini his qildirishi kerak. Buning uchun ∫x cos x dx 
integrali taklif etiladi. Talabalar jadval integrallarini tekshiradi va ko‘paytmaning integrali jadvalda yo‘qligini 
ko‘radi. t=x2 almashtirishi ∫1/2cos(√t) dt ko‘rinishidagi yana murakkabroq integralga, t=cosx almashtirishi esa 
dt=–sinx dx bo‘lgani uchun natijasiz yo‘lga olib keladi.

Ko‘pchilik talabalar tabiiy ravishda “ko‘paytmaning integrali integrallarning ko‘paytmasiga teng” degan 
noto‘g‘ri gipotezani ilgari suradi. O‘qituvchi bu gipotezani o‘zlariga tekshirtiradi: f=g=1 bo‘lsa, ∫1·1 dx=x+C, 
∫1 dx·∫1 dx=(x+C)2 lekin bo‘ladi. Gipotezaning inkor etilishi kognitiv ziddiyatni chuqurlashtiradi va to‘g‘ri yo‘lni 
izlashga undaydi.

Shundan so‘ng yo‘naltiruvchi savol beriladi: differensial hisobda ko‘paytma uchun qanday qoida bor va 
uni integrallashga “ag‘darib” bo‘ladimi? Talabalar (1) tenglikni yozadi, uning ikkala qismini integrallaydi va 
uυ=∫u'υ dx+∫uυ' dx munosabatiga keladi. Ulardan biri noma’lum sifatida ajratib olinib, (3) formula hosil bo‘ladi. 
Bu jarayonda o‘qituvchining vazifasi javobni aytish emas, balki “Qaysi tomonda ∫x cosx dx integraliga o‘xshash 
ifoda bor?” kabi savollar bilan fikrni yo‘naltirishdir. Bunday dozalangan yordam yaqin rivojlanish zonasi tamo
yiliga mos keladi [9].

4-bosqich: va ni tanlash - ikkita variantni taqqoslash

Formula kashf etilgach, uning qo‘llanishidagi asosiy qiyinchilik u va dυ ni tanlash. Bu yerda ham tayyor 
qoida bermaslik uchun talabalarga ∫x cosx dx integralida ikkala tanlovni sinab ko‘rish topshiriladi (2-jadval).

2-jadval: integralida va ning ikki xil tanlovi
Ko‘rsatkich 1-variant 2-variant

Tanlov u = x, dυ = cosx dx u = cosx, dυ = x dx

du va υ du = dx, υ = sinx du = -sinx dx, υ = x2/2

Yangi integral ∫sinx dx 1/2 ∫x2 sinx dx

Natija Integral soddalashdi Integral murakkablashdi ( ning darajasi oshdi)

Birinchi variant bo‘yicha:
∫x cosx dx = x sinx - ∫sinx dx = x sinx + cosx + C (4)
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Ikkinchi variantda esa daraja pasaymasdan, aksincha, oshadi. Talabalar tajribadan quyidagi evristik 
qoidani o‘zlari shakllantiradi: sifatida differensiallanganda soddalashadigan funksiyani, sifatida esa oson inte-
grallanadigan ifodani tanlash kerak. Shundan keyingina o‘qituvchi bu qoidaning xalqaro umumlashmasi - LIATE 
tartibini nomlaydi [12] va uni tayyor retsept emas, balki dastlabki tanlov uchun yo‘l-yo‘riq ekanini ta’kidlaydi.

5-bosqich: muammoli vaziyatlar tizimi va integrallarni turkumlash

Formulani mustahkamlash uchun to‘rt turdagi muammoli vaziyatlar tizimi taklif etiladi (3-jadval). Har bir tur 
talabani yangi “kashfiyot”ga olib keladi va oddiydan murakkabga qarab joylashtirilgan.

3-jadval: Muammoli vaziyatlar tizimi

Tur Namunaviy 
integral Muammoli vaziyat mohiyati Kutilayotgan kashfiyot

1. Ko‘phad va ko‘rsatkichli 
(trigonometrik) funksiya 
ko‘paytmasi

∫x ex dx Almashtirish usuli natija 
bermaydi

Ko‘phad differensiallanganda darajasi 
pasayadi, shuning uchun u=x

2. “Yashirin ko‘paytma” ∫lnx dx,
∫arctgx dx

Jadvalda bunday integral 
yo‘q, ko‘paytma ko‘rinmaydi dx ni dυ sifatida olish, ya’ni 1·dx 

3. Takroriy qo‘llash ∫x2 ex dx Formulani bir marta qo‘llash 
yetmaydi

Formulani ketma-ket qo‘llash; har 
qadamda daraja pasayadi

4. “Aylanma” integral ∫ex sinx dx Ikki qadamdan keyin dastlabki 
integral qaytib keladi

Integralni noma’lum deb, tenglama 
sifatida yechish

2-tur vaziyat metodik jihatdan eng qimmatlisi hisoblanadi. ∫lnx dx integralida ko‘paytma ko‘rinmaydi, tala-
balar formulani qo‘llab bo‘lmaydi, deb o‘ylaydi. O‘qituvchining “lnx ni nimaga ko‘paytirsak, funksiya o‘zgar-
maydi?” degan savoli talabani ko‘rinishiga olib keladi. Bunda u = lnx, dυ = dx, du = dx/x, υ = x bo‘lib:

∫lnx dx = x lnx  –  ∫x · 1/x dx = x lnx – x + C (5)

Xuddi shu yo‘l bilan ∫arctgx dx=x arctgx – 1/2 ln(1 + x2) + C natijasi olinadi.
3-tur vaziyatda u=x2, dυ = ex dx tanlansa:

∫x2 ex dx = x2 ex - 2∫x ex dx = x2 ex – 2(x – 1) ex + C = ex (x2 – 2x + 2) + C (6)

Talabalar bu yerdan umumiy qonuniyatni ham ko‘radi: ∫xn ex dx = xn ex – n∫x(n – 1) ex dx, ya’ni har bir qadamda 
daraja bittaga kamayadi. Bu n ning ixtiyoriy natural qiymati uchun umumlashtirishga imkon beradi va induktiv 
fikrlashni rivojlantiradi.

4-tur – “aylanma” integral eng murakkab hisoblanadi. I = ∫ex sinx dx deb belgilab, avval u = ex, dυ = sinx dx 
ni, so‘ng ikkinchi qadamda u = ex, dυ = cosx dx olamiz:

I = –ex cosx + ∫ex cosx dx = –ex cosx + ex sinx – I (7)

Bundan 2I = ex (sinx – cosx) va demak:

∫ex sinx dx = ex/2(sinx - cosx) + C (8)

Bu vaziyatda talaba dastlabki integralning qaytib kelishini xato emas, balki yechimning kaliti ekanini anglab 
yetadi. Har bir natija teskari amal bilan tekshiriladi: masalan, (8) ning hosilasi ex sinx ga tengligi differensiallash 
orqali ko‘rsatiladi. O‘zini tekshirish odati Shoenfeld ta’kidlagan nazorat strategiyalarining amaliy ko‘rinishidir [11].

6-bosqich: tipik xatolar tahlili

Mavzuni o‘rganishda uchraydigan xatolarni oldindan tasniflash va ularning oldini olish choralarini belgilash 
metodik modelning ajralmas qismi hisoblanadi (4-jadval).

4-jadval: Tipik xatolar va ularning oldini olish usullari
Xato turi Namoyon bo‘lishi Oldini olish usuli

1. Ishora xatosi -∫υ du o‘rniga +∫υ du yozish, ayniqsa 
trigonometrik funksiyalarda

Formulani og‘zaki ifodalash; natijani 
differensiallab tekshirish

2. Noto‘g‘ri tanlov u va dυ ning noto‘g‘ri tanlanishi 
natijasida integral murakkablashadi

Ikki variantni qisqa baholash; LIATE 
tartibiga tayanish

3. du va υ ni noto‘g‘ri topish du da hosilani yoki υ ni topishda 
integrallashni xato bajarish

u, du, dυ, υ ni to‘rt katakli jadvalga 
yozish
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Xato turi Namoyon bo‘lishi Oldini olish usuli

4. C haqida noto‘g‘ri tasavvur υ ga o‘zgarmas qo‘shishni shart deb 
hisoblash yoki oxirida C ni unutish

Isbotlash: υ ga C1 qo‘shilsa, u 
qisqarishini ko‘rsatish

5. Aylanma integralda xato Tenglamada I ni bir tomonga 
o‘tkazishda ishorani adashtirish

Natijani 2I = ... ko‘rinishida yozib, so‘ng 
bo‘lish

. Agar v o‘rniga υ + C1 olinsa, formulaning o‘ng tomoni u(υ + C1)-∫(υ + C1) du = uυ + C1 u – ∫υ du – C1u = uυ 
– ∫υ du bo‘ladi, ya’ni qo‘shimcha o‘zgarmas o‘zaro qisqaradi. Bu oddiy hisob talabani υ ni topishda o‘zgarmasni 
hisobga olmaslik mumkinligiga ishontiradi.

Baholash mezonlari

O‘zlashtirish darajasi bilim, ko‘nikma va mustaqil fikrlash ko‘rsatkichlari bo‘yicha uch darajada baholanadi 
(5-jadval). Mezonlar formulani mexanik takrorlashni emas, balki uning kelib chiqishini tushunish va tanlovni 
asoslay olishni ustuvor qo‘yadi (5-jadval).

5-jadval: Bo‘laklab integrallashni o‘zlashtirish darajalari
Daraja Mezonlar

Boshlang‘ich Formulani yoza oladi; ∫x ex dx kabi oddiy integralni yo‘l-yo‘riq bilan hisoblaydi; formulaning kelib 
chiqishini tushuntira olmaydi.

O‘rta Formulani ko‘paytma differensialidan mustaqil keltirib chiqaradi; va ni asoslab tanlaydi; formulani bir 
necha marta qo‘llaydi; natijani differensiallab tekshiradi.

Yuqori “Yashirin ko‘paytma” va “aylanma” integrallarni mustaqil hisoblaydi; usulning samarasiz bo‘lgan 
holatlarini asoslaydi; o‘xshash yangi masala tuza oladi.

Taklif etilgan modelning samaradorligini tajriba-sinov ishlari orqali tekshirish (tajriba va nazorat guruhlarida 
5-jadvaldagi mezonlar bo‘yicha taqqoslash) keyingi tadqiqotning vazifasi sifatida belgilandi.

XULOSA VA TAKLIFLAR
Tadqiqot natijalari quyidagi xulosalarga kelishga imkon beradi.
Birinchidan, bo‘laklab integrallash formulasi ko‘paytma hosilasi qoidasidan kelib chiqqani uchun uni 

muammoli ta’lim asosida o‘rgatish tabiiy va metodik jihatdan asoslangan; bunda formula yodlanadigan qoida 
emas, talabaning o‘zi kashf etgan natijaga aylanadi.

Ikkinchidan, olti bosqichli model (muammoli vaziyat, gipoteza, keltirib chiqarish, qo‘llash, umumlashtirish, 
refleksiya) o‘qituvchi va talaba faoliyatini aniq belgilaydi.

Uchinchidan, to‘rt turdagi muammoli vaziyatlar tizimi (“ko‘phad × eksponenta”, “yashirin ko‘paytma”, 
takroriy qo‘llash, “aylanma” integral) talabani ketma-ket yangi kashfiyotlarga olib keladi va u, dυ ni tanlash 
qoidasini tayyor holda emas, tajriba orqali shakllantiradi.

To‘rtinchidan, tipik xatolar tasnifi va uch darajali baholash mezonlari mavzuni o‘zlashtirishni nazorat qilish 
imkonini beradi. Modelni oliy ta’lim muassasalari, akademik litsey va kasb-hunar ta’limi muassasalarida mate
matika o‘qituvchilari o‘z mashg‘ulotlarida qo‘llashlari mumkin.
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Pedagogika fanlari

Pedagogika nazariyasi. Pedagogik ta’limotlar tarixi

Ta’lim va tarbiya nazariyasi va metodikasi (sohalar bo‘yicha)

Maxsus pedagogika

Jismoniy tarbiya va sport mashg‘ulotlari nazariyasi va metodikasi

Kasb-hunar ta’limi nazariyasi va metodikasi

Elektron ta’lim nazariyasi va metodikasi (ta’lim sohalari va bosqichlari bo‘yicha)

Ta’limda menejment

Maktabgacha ta’lim va tarbiya nazariyasi va metodikasi

Ijtimoiy pedagogika

Tarix fanlari

Psixologiya fanlari

Fizika-matematika fanlari

Kimyo fanlari

Biologiya fanlari

Falsafa fanlari

Filologiya fanlari

Geografiya fanlari

13.00.00

13.00.01

13.00.02

13.00.03

13.00.04

13.00.05

13.00.06

13.00.07

13.00.08

13.00.09

07.00.00

19.00.00

01.00.00

02.00.00

03.00.00

09.00.00

10.00.00

11.00.00
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