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DISKRET VAQTLI SEIR 
EPIDEMIK MODEL 
DINAMIKASI

Shukurova Shahnoza Sayfiddin qizi
Koson tumani 14-maktab o‘qituvchisi
Email: shukurovashahnoza72@gmail.com

Annotatsiya: Ushbu ishda diskret vaqtli SEIR epidemik modelining dinamik xususiyatlari va bifurkatsion holatlari tadqiq 
etilgan. Modelda aholi sezgir, yashirin infeksiyalangan, yuqumli va sog‘aygan guruhlarga ajratilib, epidemiyaning vaqt 
bo‘yicha rivojlanishi diskret matematik tenglamalar yordamida ifodalangan. Tadqiqot davomida modelning kasalliksiz va 
musbat muvozanat nuqtalari aniqlanib, ularning barqarorlik xususiyatlari Yakobian matritsasining xos qiymatlari asosida 
baholangan. Asosiy reproduktiv sonning qiymatiga qarab epidemiyaning rivojlanish shartlari va muvozanat holatlarining 
mavjudligi o‘rganilgan. Parametrlarning kritik qiymatlarida yuzaga keladigan flip hamda Neimark–Sacker bifurkatsiyalari 
tahlil qilingan. Shuningdek, ikki parametrli sonli davom ettirish usuli yordamida 1:2, 1:3 va 1:4 kuchli rezonans bifurkatsi-
yalari aniqlangan. Natijalar parametrlarning o‘zgarishi natijasida modelda barqaror muvozanat, periodik, kvazidavriy va 
yuqori davrli dinamik rejimlar shakllanishi mumkinligini ko‘rsatgan. Olingan natijalar diskret vaqtli epidemik jarayonlarning 
dinamik mexanizmlarini chuqurroq tushunish va parametrlarning epidemiya rivojlanishiga ta’sirini baholash imkonini 
beradi.

Kalit so‘zlar: SEIR modeli, diskret vaqt, epidemik model, muvozanat nuqtasi, barqarorlik, bifurkatsiya, rezonans.
Abstract: This study investigates the dynamical properties and bifurcation behavior of a discrete-time SEIR epidemic 
model. The population is divided into susceptible, exposed, infectious, and recovered groups, allowing the temporal 
development of an epidemic process to be represented by discrete mathematical equations. The disease-free and pos-
itive equilibrium points of the model are determined, and their stability properties are analyzed using the eigenvalues of 
the corresponding Jacobian matrix. The basic reproduction number is considered to evaluate the conditions for disease 
transmission and the existence of an endemic equilibrium. Critical parameter values associated with period-doubling 
and Neimark–Sacker bifurcations are investigated. In addition, numerical continuation in a two-parameter space is used 
to identify strong 1:2, 1:3, and 1:4 resonance bifurcations. The obtained results demonstrate that variations in model 
parameters can cause transitions from stable equilibrium states to periodic, quasiperiodic, and higher-period dynamical 
regimes. The results provide a mathematical basis for understanding complex dynamical changes in discrete-time epi-
demic systems and for evaluating the influence of model parameters on epidemic development. The study also demon-
strates the usefulness of numerical bifurcation analysis for investigating nonlinear epidemic dynamics.

Key words: SEIR model, discrete time, epidemic model, equilibrium, stability, bifurcation, resonance.
Аннотация: В работе исследуются динамические свойства и бифуркационные состояния дискретной эпидемиче-
ской модели SEIR. В модели население разделено на восприимчивых, латентно инфицированных, инфекционных 
и выздоровевших, что позволяет описывать развитие эпидемического процесса во времени с использованием 
дискретных математических уравнений. Определены безинфекционное и положительное равновесные состояния 
модели, а их устойчивость исследована на основе собственных значений матрицы Якоби. С учётом основного 
репродуктивного числа рассмотрены условия распространения инфекции и существования эндемического рав-
новесия. Проанализированы критические значения параметров, при которых возникают бифуркации удвоения 
периода и Неймарка–Сакера. Кроме того, методом численного продолжения в пространстве двух параметров 
выявлены сильные резонансные бифуркации 1:2, 1:3 и 1:4. Полученные результаты показывают, что изменение 
параметров модели может приводить к переходу от устойчивого равновесного состояния к периодическим, квази-
периодическим и многопериодическим режимам. Проведённое исследование позволяет более детально оценить 
динамику дискретной SEIR-модели и определить влияние параметров на развитие эпидемического процесса.

Ключевые слова: модель SEIR, дискретное время, эпидемическая модель, равновесие, устойчивость, бифур-
кация, резонанс.
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KIRISH
Yuqumli kasalliklarning tarqalishi aholi salomatligiga sezilarli ta’sir ko‘rsatadigan muhim epidemiologik 

muammolardan biridir. Epidemik jarayonlarning rivojlanish qonuniyatlarini aniqlash, kasallikning aholi orasida 
tarqalish tezligini baholash va uning kelgusidagi holatini prognoz qilish samarali profilaktik hamda epidemio
logik choralarni ishlab chiqishda muhim ahamiyat kasb etadi [12].

Infeksiyaning tarqalish xususiyatlari ko‘plab omillarga, jumladan, iqlim sharoiti, mavsumiy o‘zgarishlar, 
aholining harakatchanligi va ijtimoiy munosabatlarga bog‘liq bo‘lishi mumkin [3]. Ayniqsa, ayrim respirator infek-
siyalarda yil fasllariga bog‘liq takroriy kasallanish holatlarining kuzatilishi epidemik jarayonning vaqt bo‘yicha 
o‘zgaruvchanligini ko‘rsatadi.

 (1)

Bu yerda S, E, I va R mos ravishda sezgir, yashirin infeksiyalangan, yuqumli va sog‘aygan shaxslar sonini, 
N esa umumiy aholi sonini ifodalaydi. Sezgir aholi uchun doimiy kirish tezligi A, samarali emlash tezligi esa ρ 
bilan belgilanadi. Yashirin infeksiyalanishning proporsional koeffitsiyenti β1, yuqumli guruhdagi bilinear infeksiya 
yuqish koeffitsiyenti esa β2 orqali ifodalanadi. α – kasallik tufayli yuzaga keladigan qo‘shimcha o‘lim koeffitsi-
yenti, δ – davolanish tezligi, γ – tabiiy sog‘ayish tezligi, μ – tabiiy o‘lim koeffitsiyenti [17]. Bunda umumiy aholi soni 
N = S + E + I + R ko‘rinishida aniqlanadi va barcha parametrlar musbat qiymatlarga ega deb qaraladi. Bunday 
jarayonlarni miqdoriy jihatdan o‘rganishda matematik modellashtirish samarali vositalardan biri hisoblanadi.

Matematik epidemiologik modellar yordamida aholining turli epidemiologik guruhlarga taqsimlanishi, kasal-
likning yuqishi, infeksiyadan sog‘ayish va epidemiyaning vaqt davomida rivojlanishi kabi jarayonlarni ifodalash 
mumkin [8]. Klassik SEIR modeli aholini sezgir (S), infeksiyalangan (I) hamda sog‘aygan yoki epidemik jara
yondan chiqarilgan (R) guruhlarga ajratish orqali kasallik tarqalishining asosiy mexanizmlarini tavsiflaydi.

Epidemik jarayonlarni o‘rganishda modelning vaqt bo‘yicha dinamikasini tahlil qilish alohida ahamiyatga 
ega. Aholi tarkibidagi o‘zgarishlar, infeksiyalanganlar sonining ortishi yoki kamayishi hamda epidemiyaning 
barqarorlashuvi kabi holatlar matematik modelning dinamik xususiyatlari orqali aniqlanadi [1]. Shu sababli 
epidemik modellar uchun muvozanat holatlarining mavjudligi va barqarorligini tadqiq etish, shuningdek, model 
parametrlarining o‘zgarishi natijasida yuzaga keladigan dinamik holatlarni aniqlash muhim ilmiy vazifa hisobla-
nadi [15]. Mazkur yo‘nalishda diskret vaqtli modellar alohida qiziqish uyg‘otadi, chunki real epidemiologik ma’lu-
motlar ko‘pincha kunlik yoki haftalik kuzatuvlar ko‘rinishida qayd etiladi.

Diskret vaqtli epidemiologik model uzluksiz vaqt modelidan farqli ravishda jarayonni alohida vaqt qadam-
larida ifodalaydi [6]. Bunday yondashuv yordamida epidemiyaning ketma-ket vaqt intervallaridagi rivojlanishini 
sonli ravishda kuzatish va turli parametrlar ta’sirida model dinamikasining qanday o‘zgarishini baholash mumkin.

Shuningdek, diskret vaqtli epidemik sistemalarda oddiy barqarorlikdan tashqari murakkab dinamik hodis-
alar ham kuzatilishi mumkin [10]. Xususan, model parametrlarining ma’lum qiymatlarida transkritik, flip va 
Neimark–Sacker bifurkatsiyalari kabi holatlar yuzaga kelishi ehtimoli mavjud. Tadqiqotlarda bunday bifurkat-
siyalar epidemik jarayon parametrlarining o‘zgarishi bilan bog‘liq bo‘lgan yangi dinamik rejimlarning shakllan-
ishini ko‘rsatishi aniqlangan. (2)-modelning P1 fiksirlangan nuqtasidagi Yakobian matritsasi quyidagi ko‘rinishda 
beriladi:

 (2)

va uning xarakteristik ko‘phadi quyidagi ko‘rinishga ega:

Shu nuqtayi nazardan, diskret vaqtli SEIR epidemik modeli dinamikasini tadqiq etish epidemik jarayon
larning rivojlanish mexanizmlarini chuqurroq tushunish imkonini beradi. SEIR yondashuvida aholi sezgir 
(S), infeksiyani yuqtirgan, biroq hali yuqumli bosqichga o‘tmagan (E), infeksiyalangan (I) va sog‘aygan (R) 
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guruhlarga ajratiladi [18]. Mazkur model infeksiyaning yashirin davrini ham hisobga olgani sababli epidemiyaning 
vaqt bo‘yicha rivojlanishini batafsilroq ifodalash imkonini beradi. Ushbu ishning asosiy maqsadi diskret vaqtli 
SEIR modelining dinamik xususiyatlarini o‘rganish, uning muvozanat holatlarini aniqlash hamda model para-
metrlarining epidemiya rivojlanishiga ta’sirini matematik va sonli usullar yordamida baholashdan iborat [4].

MAVZUGA OID ADABIYOTLAR SHARHI
Epidemik jarayonlarni matematik modellashtirish yuqumli kasalliklarning tarqalish qonuniyatlarini o‘rga

nishda samarali usullardan biridir. SEIR modeli aholining sezgir, yashirin infeksiyalangan, yuqumli va sog‘aygan 
guruhlari o‘rtasidagi jarayonlarni ifodalash imkonini beradi.

Andrey Ibeas, Manuel de la Sen va Sonia Alonso-Quesada diskret vaqtli SEIR modellarining barqarorligi 
va ularni boshqarish masalalarini tadqiq qilgan. Gang Li, Weiguo Wang va Zhisheng Jin SEIR modellarining 
global barqarorlik xususiyatlarini o‘rgangan.

M. A. M. Abdelaziz, A. I. Ismail, F. A. Abdullah va M. H. Mohd diskret vaqtli SEIR modelida bifurkatsion 
jarayonlarni tahlil qilgan.

Xia Zhou, Xue Li va W.-S. Wang diskret vaqtli SIR modelida bifurkatsiyalarni tadqiq etgan bo‘lsa, X. Liu, 
P. Liu va Y. Liu ikki parametrli diskret epidemik modellarda kodimension-ikki bifurkatsiyalarni o‘rgangan.

U. A. Rozikov va S. K. Shoyimardonov esa diskret vaqtli SEIR modelini COVID-19 tarqalishini tavsiflash 
uchun qo‘llagan.

Umuman olganda, mavjud tadqiqotlar diskret SEIR modellarining barqarorligi, bifurkatsiyalari va murakkab 
dinamik rejimlarini o‘rganish uchun muhim nazariy asos yaratgan. Mazkur tadqiqotda esa diskret vaqtli SEIR 
modelining muvozanat holatlari, barqarorligi hamda flip, Neimark–Sacker va kuchli rezonans bifurkatsiyalari 
kompleks ravishda tahlil qilinadi.

TADQIQOT METODOLOGIYASI
Diskret vaqtli SEIR modelining dinamik xususiyatlarini o‘rganish uchun avvalo uning muvozanat nuqtalari 

aniqlanadi [13]. Model umumiy ko‘rinishda quyidagicha ifodalanadi:

 (3)

Umumiy aholi soni

 (4)

bo‘lib, uning muvozanatdagi qiymati

(5)

ko‘rinishda aniqlanadi.

Kasallik mavjud bo‘lmagan muvozanat nuqta:

 (6)

ko‘rinishga ega.

SEIR modelining asosiy reproduktiv soni:

 (7)

orqali aniqlanadi.

Agar 

 (8)

bo‘lsa, modelda endemik muvozanat nuqta mavjud bo‘lishi mumkin. Uning asosiy komponentlari:

 (9)

 (10)

 (11)

ko‘rinishida yoziladi.
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Muvozanat nuqtasining barqarorligini aniqlash uchun modelning Yakobian matritsasi olinadi:

 (12)

Yakovian matritsasining xos qiymatlari

​

bo‘lsa, diskret vaqtli model uchun asimptotik barqarorlik sharti:

ko‘rinishga ega.
Shunday qilib, modelning asosiy dinamik holati R0 qiymatiga bog‘liq:
R0 ​< 1  kasalliksiz muvozanat barqaror
R0​ > 1  endemik muvozanat yuzaga kelishi mumkin
Diskretlashtirish vaqt qadami h orqali amalga oshirilgan bo‘lsa, uzluksiz modelning xos qiymati va diskret 

model xos qiymati orasidagi bog‘lanish:

 (13)

hamda diskret modelning barqarorlik sharti

 (14)

bilan belgilanadi.

TAHLIL VA NATIJALAR
Musbat muvozanat nuqtasida parametrlarning kritik qiymatlari flip bifurkatsiyasi, Neimark–Sacker bifur-

katsiyasi hamda 1:2, 1:3 va 1:4 kuchli rezonans bifurkatsiyalari orqali aniqlanadi [7]. Bir parametrli bifurkatsi-
yada xos qiymatlardan birining −1 ga tenglashishi flip bifurkatsiyasining yuzaga kelishiga olib keladi. Bunda 
muvozanat nuqtasining barqarorligi o‘zgarib, ikki davrli siklik harakat paydo bo‘lishi mumkin.

 (13)

Kompleks qo‘shma xos qiymatlarning birlik doiraga joylashishi Neimark–Sacker bifurkatsiyasiga mos 
keladi. Ushbu bifurkatsiyada musbat muvozanat nuqtasi atrofida yopiq invariant egri chiziq hosil bo‘ladi. Bifur-
katsiyaning yo‘nalishi va invariant egri chiziqning barqarorligi birinchi Lyapunov koeffitsiyenti orqali aniqlanadi [2].

Flip bifurkatsiya ε* varepsilon nuqtada, Λ=9.424221 bo‘lganda sodir bo‘ladi, bunda φPD,*=−2.48869×10−2 
φPD,* ning ishorasi subkritik flip bifurkatsiyani belgilaydi [16]. Biz flip nuqtasidan kelib chiqadigan ayrim qiziqarli 
hodisalarni tavsiflaymiz. 3-model uchun bifurkatsiya diagrammasi 1-rasmda keltirilgan.

1-rasm: Diskret vaqtli SEIR epidemik modelining bifurkatsion diagrammasi
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Ikki parametrli holatda xos qiymatlarning maxsus rezonans shartlari bajarilganda 1:2, 1:3 va 1:4 kuchli 
rezonanslar yuzaga keladi. 1:2 rezonans ikki davrli, 1:3 rezonans uch davrli, 1:4 rezonans esa to‘rt davrli 
dinamik rejimlarning shakllanishi bilan tavsiflanadi [9].

Shunday qilib, musbat muvozanat nuqtasining bifurkatsion tahlilida flip, Neimark–Sacker va kuchli rezonans 
bifurkatsiyalari model dinamikasidagi asosiy o‘zgarishlarni belgilaydi. Diskret vaqtli SEIR epidemik modelining 
dinamik va bifurkatsion xususiyatlari sonli davom ettirish usuli yordamida tadqiq qilindi [5]. Bunda Λ parametri 
asosiy bifurkatsion parametr sifatida tanlanib, uning o‘zgarishi davomida kasalliksiz va musbat muvozanat 
nuqtalarining barqarorlik holatlari o‘rganildi. Kasalliksiz muvozanat nuqtasi uchun Λ va σ parametrlar fazosida 
barqarorlik sohasi aniqlandi. Parametrning kritik qiymatlarida flip bifurkatsiyasi yuzaga kelib, muvozanat holati-
ning barqarorligi buzilishi kuzatildi.

 (14)

Ushbu teoremaga ko‘ra, (14) ga muvofiq, Λ parametrining ΛPD,* kritik qiymatga teng bo‘lishi musbat 
muvozanat nuqtasida flip (period-doubling) bifurkatsiyasining yuzaga kelishiga olib keladi [14]. Bunda muvozanat 
nuqtasining barqarorligi o‘zgaradi va tizimda ikki davrli siklik harakat (period-2) shakllanishi mumkin. Mazkur 
kritik qiymat model parametrlari h, δ, σ, α va β ga bog‘liq bo‘lib, ularning qiymatlari bifurkatsiyaning yuzaga 
kelish shartlarini belgilaydi. Musbat muvozanat nuqtasining sonli davom ettirilishi natijasida Neimark–Sacker 
va flip bifurkatsiyalari aniqlandi [11].

Neimark–Sacker bifurkatsiyasi yaqinida kvazidavriy harakatlar, flip bifurkatsiyasi yaqinida esa period-2 
sikllar hosil bo‘lishi kuzatildi. Ikki parametrli davom ettirish natijasida 1:2, 1:3 va 1:4 rezonans bifurkatsiyalari 
aniqlandi. Parametrlar fazosida mos ravishda period-2, period-3 va period-4 sikllarga tegishli dinamik sohalar 
ajratildi. Bu natijalar SEIR modelida parametrlarning o‘zgarishi muvozanat, davriy va murakkab dinamik 
rejimlarning shakllanishiga olib kelishini ko‘rsatadi.

a b
2-rasm: (a) R2 va (b) R3 rezonans nuqtalari yaqinidagi ikki o‘lchovli bifurkatsion diagrammalar.

2-rasmda (a) R3 va (b) R2 rezonans nuqtalari yaqinidagi ikki parametrli bifurkatsion diagrammalar kelti-
rilgan. Mazkur rasmda Λ va σ parametrlarining o‘zgarishi natijasida turli davrli dinamik rejimlarning shakllanish 
sohalari ko‘rsatilgan. (a) holatda R3 rezonansi yaqinida period-3 siklga mos dinamik soha kuzatilsa, (b) holatda 
R2 rezonansi yaqinida period-2 sikl va yuqori davrli rejimlarning shakllanishi kuzatiladi. R2 va R3 nuqtalari atro-
fidagi parametrik sohalarning mavjudligi modelda kuchli rezonans bifurkatsiyalarining yuzaga kelishini ko‘rsa-
tadi.

XULOSA
Diskret vaqtli SEIR epidemik modelining dinamik xususiyatlari, muvozanat nuqtalari va ularning barqarorligi 

tahlil qilindi. Modelning kasalliksiz va musbat muvozanat holatlari aniqlandi hamda asosiy reproduktiv son orqali 
epidemiyaning rivojlanish shartlari baholandi. Yakobian matritsasi va uning xos qiymatlari asosida muvozanat 
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nuqtalarining asimptotik barqarorlik shartlari belgilandi. Shuningdek, parametrlarning kritik qiymatlarida flip va 
Neimark–Sacker bifurkatsiyalari yuzaga kelishi, mos ravishda period-2 sikllar va kvazidavriy harakatlarning 
shakllanishiga olib kelishi aniqlandi.

Sonli davom ettirish va ikki parametrli bifurkatsion tahlil natijasida 1:2, 1:3 va 1:4 kuchli rezonanslar 
aniqlandi. Parametrlar fazosida mos ravishda period-2, period-3 va period-4 sikllarga tegishli dinamik sohalar 
ajratildi; R2 va R3 rezonans nuqtalari yaqinidagi diagrammalarda turli davrli rejimlarning shakllanishi kuzatildi. 
Olingan natijalar diskret vaqtli SEIR modelida parametrlarning o‘zgarishi muvozanat holatidan davriy, kvazi-
davriy va murakkab dinamik rejimlarga o‘tishga sabab bo‘lishini ko‘rsatdi.
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