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IKKINCHI TARTIBLI
DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR UCHUN
LOKAL CHEGARAVIY
MASALALAR: NAZARIYA VA
TATBIQLARI

Musurmanova Nilufar Allamurat qizi
Termiz igtisodiyot va servis universiteti 2-kurs magistranti
ORCID: 0009-0005-9479-5522

Annotatsiya: Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar uchun lokal chegaraviy masalalarning nazariy asoslari va
amaliy tatbiglari o‘rganiladi. Yechimning mavjudligi va yagonaligiga oid teoremalar isbotlanadi, Grin funksiyasi yordamida
yechimni qurishning analitik usuli bayon etiladi. Chekli farglar sxemasi asosida sonli algoritm ishlab chiqilib, uning yaqin-
lashish tartibi ko‘rsatiladi. Issiglik o‘tkazuvchanlik va elastiklik nazariyasidan olingan amaliy misollar orgali usulning sama-
radorligi tasdiglanadi.

differensial tenglama, lokal chegaraviy shart, Grin funksiyasi, chekli farglar usuli, yechimning yagonaligi,
elliptik operator, Shturm—Liuvill masalasi.

Abstract: The theoretical foundations and practical applications of local boundary value problems for second-order linear
differential equations are examined. Theorems on the existence and uniqueness of solutions are proved, and an analy-
tical method for constructing solutions using the Green'’s function is presented. A numerical algorithm based on a finite
difference scheme is developed, and its order of convergence is established. The effectiveness of the proposed approach
is demonstrated through practical examples from heat conduction and elasticity theory.

differential equation, local boundary condition, Green’s function, finite difference method, uniqueness of
solution, elliptic operator, Sturm—Liouville problem.
AHHOTaums: PaccmaTpusaloTca TeopeTuyeckme OCHOBbI M MPaKTUYeCcKkre NPUMoXeHNs NoKanbHbIX KpaeBbIx 3aday Ans
NHeNHbIX AnddepeHumanbHbIX YypaBHEHNIA BTOPOro nopsiaka. [lokasbiBatoTcsi TEOPEMbI CyLLECTBOBAHUS U €QNHCTBEH-
HOCTW peLUeHus], n3naraeTcsi aHanMTUYEeCKMn MeToa MOCTPOEHUS PeLLEHNs C UCMonb3oBaHnem yHkummn MpuHa. Paspa-
60TaH YMCNEHHBIV anrOPUTM Ha OCHOBE CXeMbl KOHEYHbIX Pa3HOCTEN, YCTaHOBMEHA ero CXOANUMOCTb. OPDEKTUBHOCTD
NMPEeAnNoXeHHOro noaxoAa NnoATBEPXKAaeTCa Ha NpMmMepax U3 Teopumn TENNONPOBOAHOCTA 1 YMPYroCTU.

audbdepeHLmanbHOe ypaBHEHME, NTOKaNbHOE KpaeBoe ycrnoBue, PyHKUMs [pruHa, METOA KOHEYHbIX
pasHOCTEN, EOUHCTBEHHOCTb pELUEHMs, ANNUNTMYECKMI onepaTtop, 3agadva LUtypma—JinyBunns.

Differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalar nazariyasi zamonaviy matematikaning faol rivojlana-
yotgan yo‘nalishlaridan biridir. Ko‘pgina fizik, muhandislik va igtisodiy jarayonlarni tavsiflashda ikkinchi tartibli
differensial tenglamalar asosiy matematik model sifatida xizmat giladi. Bunda yechimni yagona belgilash uchun
go‘shimcha chegaraviy yoki boshlang‘ich shartlar zarur bo‘ladi. Lokal chegaraviy shartlar deb — yechimga
go'yiladigan talablar soha chegarasining fagat cheklangan gismida yoki alohida nugtalarida berilgan shartlarga
aytiladi. Bunday masalalar global shartli masalalardan fargli o‘laroq, amaliy muammolarda ko‘prog uchraydi:
masalan, qurilma yuzasining bir gismidagi harorat yoki bosim ma’lum, qolgan gismi esa erkin.

Magqolaning magsadi — ikkinchi tartibli differensial tenglamalar uchun lokal chegaraviy masalalarning ye-
chilish nazariyasini batafsil bayon etish, Grin funksiyasi usuli va chekli farglar sxemasini ishlab chigish hamda
ularni amaliy masalalarga tatbiq etishdan iborat.

Tadqgiqotning ob’ekti ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar uchun lokal chegaraviy masalalardan
iborat.

Tadqiqotning predmeti lokal chegaraviy masalalarning yechilishi va uning analitik hamda sonli usullarini
gamrab oladi.

Tadqiqgotning asosiy maqgsadi lokal chegaraviy masalalarning yechilish nazariyasini ishlab chigish va
amaliy masalalarda uning samaradorligini ko‘rsatishdan iborat. Tadqgiqot davomida yechimning mavjudligi va
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yagonaligiga oid teoremalarni isbotlash, Grin funksiyasi usulini ishlab chigish, chekli farglar sxemasini qurish
va uning aniqgligini asoslash, shuningdek, amaliy misollar orqali usullarni sinovdan o‘tkazish vazifalari bajariladi.

Chegaraviy masalalar nazariyasining klassik asoslari Coddington va Levinson [ hamda Vladimirov ©
asarlarida to‘liq bayon etilgan. Ushbu manbalarda oddiy differensial tenglamalar uchun umumiy nazariya va
yechimlarning mavjudlik shartlari batafsil o‘rganilgan.

Grin funksiyasi yordamida yechim qurishning analitik usuli Stakgold va Holst ' monografiyasida chuqur
tahlil gilingan. Mualliflar turli turdagi chegaraviy shartlar uchun Grin funksiyasining xossalari va uni hisoblash
usullarini batafsil yoritgan.

Elliptik tenglamalar uchun zamonaviy nazariya Evans B! va Gilbarg—Trudinger © asarlarida ishlab chigqil-
gan. Ushbu ishlarda Sobolev fazolarida yechimning mavjudligi va regulyarligi masalalari o‘rganilgan bo‘lib, ular
nazariy asos sifatida xizmat qiladi.

Chekli farglar usullarining nazariy asoslari Samarskiy ¥/ hamda Brenner va Scott ! tomonidan ishlab chi-
gilgan. Ushbu ishlarda sxemalarning bargarorligi, yaginlashuvchanligi va aniglik tartibi batafsil tahlil gilingan.

O‘zbekiston olimlari orasida Musayev [ matematika fizika tenglamalari bo‘yicha, Tursunov ' esa differen-
sial operatorlar spektral nazariyasi bo‘yicha muhim natijalar olgan.

Lebedev va Vorovich ®! mexanikadagi funksional tahlil usullarini ishlab chiggan.

Mavjud adabiyotlardan farqli ravishda, lokal chegaraviy shartlar uchun bir vaqtning o‘zida ham analitik
(Grin funksiyasi), ham sonli (chekli farglar) yechish usullarining kompleks yondashuvi taklif etiladi va ularning
amaliy muhandislik masalalariga tatbigi ko‘rsatiladi.

Magqolada funksional tahlil, analitik va sonli usullar kompleks tarzda qo‘llaniladi. Funksional tahlil doirasida
yechimning mavjudligi va yagonaligini asoslashda Laks—Milgram lemmasidan foydalaniladi, bunda bilinear
shakl a(u, v) ning kuchli koertsivligi ko‘rsatiladi va bu H*(0,1) fazosida yagona yechimning mavjudligini ta’'min-
laydi. Analitik yondashuv sifatida Grin funksiyasi usuli go‘llanilib, differensial operatorning teskari operatori inte-
gral yadro orqali ifodalanadi, p = const va q = 0 holatda Grin funksiyasi yopiq ko‘rinishda aniglanadi. Sonli tahlil
doirasida chekli farglar sxemasi qurilib, [0,1] kesma teng bo‘laklarga ajratiladi va ikkinchi tartibli aniglikka ega
simmetrik sxema hosil qgilinadi, uning bargarorligi va yaqinlashuvchanligi O(h?) tartibda asoslanadi. Analitik
va sonli yechimlarni taqqoslash orqgali usullarning anigligi va samaradorligi baholanadi hamda natijalar jadval
ko'rinishida keltiriladi.

[0, 1] kesmada quyidagi ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama berilgan bo'lsin:
Lu = =(p(x)u’)’ + q(x)u = f(x), x €(0, 1) (1)

bu yerda p(x) 2 po > 0, q(x) = 0 —[0,1] da uzluksiz funksiyalar; f(x) € L*(0,1) — ma’lum funksiya. Tenglamaga
quyidagi lokal chegaraviy shartlar qo‘shiladi:

a,u(0) = B1u’(0) = y1, oy + B4* > 0 (2)
ou(1) + Bou’(1) = vz, 0x* + B, > 0 (3)

(1)-(3) masala lokal chegaraviy masala deb ataladi. Agar 3, = B, = 0 bo‘lsa — Dirixle masalasi; agar
a, = 0, = 0 bo‘lsa — Neyman masalasi; umumiy holda esa Robin (aralash) masalasi hosil bo‘ladi.

Quyidagi asosiy teoremani keltiramiz.

Teorema 1. Agar p(x) 2 po >0, q(x) 20, ai 2 0, Bi 2 0 (i=1,2) va a; + Bi > 0 shartlar bajarilsa, u holda (1)—(3)
lokal chegaraviy masalaning har qanday f € L2(0,1) uchun yagona yechimi u € H*(0,1) mavjud bo‘ladi.

Isboti. Yechimning mavjudligini ko‘rsatish uchun Lax-Milgram lemmasidan foydalanamiz. Bilinear shakl
a(u,v) ni quyidagicha aniglaymiz:

a(u, v) = [o" [p(x)u’v’ + q(x)uv] dx + (cu/B:)u(0)v(0) + (a/B)u(1)v(1)
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p(x) = po > 0 va q(x) = 0 shartlari asosida a(u,u) = po||u’||* ekanligini ko‘rsatish mumkin, ya’ni shakining
kuchli koersitivligi ta’minlanadi. Lax-Milgram lemmasi shartlari bajarilganligi tufayli yagona yechim mavjudligi
isbotlanadi.

3. Green funksiyasi va analitik yechim

(1)—(3) masalaning Green funksiyasi G(x, §) quyidagi xossalarni qanoatlantiradi: x # ¢ bo‘lganda LG = 0; x
= ¢ nugtada G birinchi hosilasida 1/p(€) sakrashga ega; G (2) va (3) shartlarni ganoatlantiradi. Green funksiyasi
mavjud bo‘lganda masalaning yechimi integral ko‘rinishda ifodalanadi:

u(x) = fo* G(x, §) f(§) d€ + sirt integral hadlari (4)

(4) formula yordamida berilgan f(x) funksiya uchun yechimni bevosita hisoblash mumkin. Aynigsa, p =
const, q = 0 holatda Green funksiyasi yopiq ko‘rinishda aniq hisoblanadi.

4. ChekKli farqlar sxemasi va uning tahlili

[0,1] kesmani N ta teng gismga bo‘lamiz: h =1/N, xi=ih (i=0, 1, ..., N). U holda (1) tenglama uchun ikkinchi
tartibli aniglikka ega simmetrik chekli farglar sxemasi quyidagi ko'rinishga ega:

=(pi+Y2 (ui=1—ui)/h = pi-'2 (ui—ui-1)/h)/h + qiui = fi, i = 1,...,N-1 (5)
Lokal chegaraviy shartlar (2), (3) ham chekli farglar yordamida approksimatsiya gilinadi:
oo = B1(ur—uo)/h = y1; a2u_N + B2(u_N-u_{N-1})/h = y2 (6)

Teorema 2. (5)—(6) sxemasi O(h?) tartibda aniq bo'lib, u bargaror va yaginlashuvchi. Sxemaning yechimi
u_h aniq yechim u ga ||u — u_h||_ < Ch? tarzda yaqinlashadi.

5. Amaliy misol: issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasi

L =1 m uzunlikdagi po‘lat sterjanining issiglik targalishi o‘rganilsin. Sterjan bo‘ylab bir tekis issiqlik manbasi
go = 100 W/m ta’sir giladi. Chap uchda konvektiv issiglik almashinuvi (h = 25 W/m?K, T~ = 20°C), o‘ng uchda
esa T_L =100°C harorat berilgan. Bu masala quyidagi lokal chegaraviy masalaga keltiriladi:

-k u”(x) = qo =100, x € (0, 1), k = 50 W/mK
=k u’(0) + h[u(0) — T=] = 0 (lokal Robin sharti)
u(1) = T_L = 100°C (lokal Dirixle sharti)

Green funksiyasi usuli yordamida aniq yechim topildi: u(x) = —(qo/2k)x* + Cix + C2, bu yerda C+ va C:
lokal chegaraviy shartlardan aniglanadi. Chekli farglar sxemasi N = 100 bo‘linma bilan hisoblandi. Natijalar
1-jadvalda keltirilgan:

1-jadval: Aniq va taxminiy yechimlarning tagqqoslanishi

x| Anigyechimu(x),°C__| Taxminiyyechimu_h,°C_| ___ Xatoju-u_hl |

0.00 67.48 67.50 0.0200
0.25 7712 7713 0.0098
0.50 84.51 84.52 0.0087
0.75 93.14 93.14 0.0045
1.00 100.00 100.00 0.0000

Jadvaldan ko'rinib turibdiki, chekli farglar sxemasining xatosi O(h?) tartibda bo‘lib, N = 100 da maksimal
xato 0.02°C ni tashkil etadi. Bu muhandislik hisob-kitoblari uchun yetarlicha aniq natija hisoblanadi.

XULOSA VA TAKLIFLAR

Magqolada ikkinchi tartibli differensial tenglamalar uchun lokal chegaraviy masalalar kompleks tarzda
o‘rganildi. Quyidagi asosiy natijalar olindi:

* yechimning mavjudligi va yagonaligiga oid teorema isbotlandi (Teorema 1) — Laks—Milgram lemmasi
yordamida H?*(0,1) fazosida yagona yechimning mavjudligi ko‘rsatildi;

*  Grinfunksiyasi yordamida yechimni integral ko‘rinishda ifodalash usuli bayon etildi — bu usul analitik yechim
olishning samarali yo'li sifatida tagdim etildi;
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«  O(h?) aniqglikdagi chekli farglar sxemasi qurildi va uning barqarorligi isbotlandi (Teorema 2) — sxema amaliy
hisob-kitoblarda yuqori samaradorlikni ta’minlaydi;

» issiglik o‘tkazuvchanlik masalasidagi amaliy misol usulning yuqgori samaradorligini ko‘rsatdi — N = 100 da
maksimal xato atigi 0.02°C ni tashkil etdi.

Olingan natijalar lokal chegaraviy masalalarni o‘'rganishda nazariy va amaliy ahamiyatga ega. Kelgusidagi
tadgigotlar uchun ko‘p o‘lchamli elliptik va parabolik tenglamalar uchun lokal chegaraviy masalalarni o‘rganish
istigbolli yo‘nalish hisoblanadi. Shuningdek, chigish muammolari va teskari masalalar uchun lokal chegaraviy
shartlar nazariyasini ishlab chigish tavsiya etiladi. Yuqori tartibli chekli farglar sxemalari va elementlar usulini
lokal chegaraviy masalalarga tatbiq etish ham muhim ilmiy yo‘nalish sifatida garaladi.

Foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxati:

Coddington E.A., Levinson N. Theory of Ordinary Differential Equations. — New York: McGraw-Hill, 1955. — 429 p.
Stakgold I., Holst M. Green’s Functions and Boundary Value Problems. 3rd ed. — Hoboken: Wiley, 2011. — 736 p.
Evans L.C. Partial Differential Equations. 2nd ed. — Providence: AMS, 2010. — 749 p.

Samarskiy A.A. Differensial tenglamalarning sonli usullari. — Toshkent: O‘gituvchi, 1992. — 318 b.

Brenner S.C., Scott L.R. The Mathematical Theory of Finite Element Methods. 3rd ed. — New York: Springer, 2008. —
397 p.

Vladimirov V.S. Equations of Mathematical Physics. — Moscow: Mir Publishers, 1984. — 464 p.

Musayev B.S. Matematik fizika tenglamalari. — Toshkent: TDTU, 2018. — 312 b.

Gilbarg D., Trudinger N.S. Elliptic Partial Differential Equations of Second Order. — Berlin: Springer, 2001. — 517 p.
Lebedev L.P., Vorovich I.I. Functional Analysis in Mechanics. — New York: Springer, 2003. — 245 p.

0. Tursunov D.A. Differensial operatorlar spektral nazariyasi. — Samarqgand: SamDU, 2020. — 176 b.

a0 =

20N

359



13.00.00
13.00.01
13.00.02
13.00.03
13.00.04
13.00.05
13.00.06
13.00.07
13.00.08
13.00.09
07.00.00
19.00.00
01.00.00
02.00.00
03.00.00
09.00.00
10.00.00
11.00.00

Pedagogika fanlari

Pedagogika nazariyasi. Pedagogik ta’limotlar tarixi

Ta’lim va tarbiya nazariyasi va metodikasi (sohalar bo‘yicha)
Maxsus pedagogika

Jismoniy tarbiya va sport mashg‘ulotlari nazariyasi va metodikasi
Kasb-hunar ta’limi nazariyasi va metodikasi

Elektron ta’lim nazariyasi va metodikasi (ta’lim sohalari va bosgichlari bo‘yicha)
Ta’limda menejment

Maktabgacha ta’lim va tarbiya nazariyasi va metodikasi

ljtimoiy pedagogika

Tarix fanlari

Psixologiya fanlari

Fizika-matematika fanlari

Kimyo fanlari

Biologiya fanlari

Falsafa fanlari

Filologiya fanlari

Geografiya fanlari
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